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Oz

Bu arastirmada, matematik egitimcilerinin, dgretmenlerin, gretmen adaylarinin, tiniversite ve ortadgretim dgrencilerinin
ispata yonelik goriisleri, ispat yapabilme diizeyleri, ispat yapma siirecinde yasadiklar1 zorluklari, ispat yapmada
kullandiklar1 yontemleri, stratejileri, yaklagimlari, ispat ¢esitleri, ispatin matematik egitimindeki rolii ve ispatla ilgili
stirecler iizerine yapilmig olan aragtirmalardan bazilarimin derlenmesine caligilmistir. Arastirma sonunda, incelenen
caligmalarm daha ¢ok Ogrencilerin ve Ogretmen adaylarinin ispat yapma siirecine odaklanildigi goriilmistiir. Oysa
Ogretmenlerin ispata yonelik goriislerinin, algilarinmn, ispat yapma siirecinde kullandiklart yontemlerin, stratejilerin,
yaklasimlarin ve ispat yapma becerilerinin bilinmesi 6nem tagimaktadir. Bu nedenle, ileride bu konuda caligma yapacak
olan arastirmacilara, 6gretmenlerin ispat yapma diizeyleri, ispat yapma sirasinda kullandiklar1 yontemler, stratejiler,
yaklagimlar ve bu konudaki algi ve goriisleri tizerine ¢alismalar yapmalari 6nerilebilir.

Anahtar Sozciikler: Ispat, matematik egitimi, ispat yapma siireci

Abstract

The study aims to compile the opinions of mathematics educators, teachers, prospective teachers, university students and
secondary school students about the proof; their level of proving; the difficulties that they experience in the process of
proving; the methods, strategies and approaches that they use in the process of proving; types of proof; the role of proof
in mathematics instruction; and some of the researches conducted on the processes related to the proof. In view of the
study, it has been observed that the examined researches rather focused on the proving process of students and
prospective teachers. However, it is important to know opinions and perceptions of teachers regarding the proof; the
methods, strategies and approaches that they use in the process of proving; and their proving skills. Unfortunately, the
number of studies conducted in this field is low in our country. For that reason, the researchers, who will conduct studies
on this subject in the future, can be recommended to perform studies on the proving levels of teachers; the methods,
strategies and approaches that they use in the process of proving; and their perceptions and opinions on this subject.
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1. Giris

Matematik, her asamasinda daha oOnceki bilgilerin ve edinilmis becerilerin kullanimini gerektiren,
bilgilerin sadece {ist iiste y1g1ldig1 degil ayn1 zamanda i¢ ice gectigi bilim dalidir (Morali, Ugurel, Tiirniikli,
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& Yesildere, 2006). Bir diisiinme bi¢imi olan matematik (Baki, Giiven, & Karatag, 2002), sadece sayilari,
islemleri 6gretmekle kalmaz, diislinme, olaylar arasinda bag kurma, akil yiiriitme, tahminde bulunma,
problem ¢6zme gibi 6nemli beceriler kazandirir (Umay, 2003).

Matematigin bu ozellikleri dikkate alindiginda, matematige 6zgii bir diislinmeden yani matematiksel
diisinmeden bahsedilebilir. Matematiksel diigiinme, problem ¢ézme siirecinde matematiksel kavramlari,
teknikleri ve yontemleri dolayli ya da dogrudan kullanmak olarak ifade edilmektedir (Henderson vd., 2004).
Diger bir deyisle, matematiksel diisiinme, matematiksel bakis acisinin geligsmesidir. Bireyler, giinlik
yagsamlarinda bir¢ok problemle karsilagirlar ve bu problemleri ¢6zmede matematiksel diisiinmeyi kullanirlar
(Arslan & Yildiz, 2010). Matematiksel diisiinme, {ist diizey diisiinme becerileri gerektirir ve matematiksel
diistinmeyi belirlemek icin yapilmasi gerekenlerden biri de matematikgilerin teoremleri nasil ispatladiklarini
anlamaya ¢aligmaktir (Polya, 1945). Bu dogrultuda, ispat, matematiksel diisiinmede 6nemli rol oynar. Ciinkii
ispatlama sirasinda, bir 6nermeyi agiklama, neden dogru veya yanlis oldugunu sdyleme ve degisik mantiksal
diisiinme yollarini1 ve ispat cesitlerini segme ve kullanma gibi eylemler s6z konusudur (Baki, 2008). ispatlar,
matematiksel bilginin formiillestirilmesine veya sonuglarin sistematiklestirilmesine katkida bulunur. Sadece
bir ifadenin dogrulugunu goéstermekle kalmaz, ayn1 zamanda 6grencilerin kavramlar1 daha iyi anlamasina,
matematiksel anlayislarinin  gelisimine yardime:1 olur (Hanna, 1990). Ogrenciler, ispatlar sayesinde
matematikgilerin yaptiklari seylerin ne anlama geldigini 6grenirler (Imamoglu, 2010).

Ispatin matematiksel bilginin olusumundaki éneminden dolay1, matematik 6gretiminin temel amaglari
arasinda, mantiksal tiimevarim ve tiimdengelimle ilgili ¢ikarimlar yapabilecek bireyler yetistirmek vardir.
Bu yiizden bu amaglar igerisinde, 6grencilerin matematiksel diisiinme becerisi hedef alinarak matematiksel
ispat siireglerinin onemine yer verilmistir (Bahtiyari-Albayrak, 2010). Bu dogrultuda, ispat siireci 6gretim
programinin ayrilmaz bir parcast olup (Schoenfeld, 1994), 6grencilerin bu siirecte, ispat yapma becerilerini
kazanmalar1 gerekir. Bu acidan, Ogrencilerin bu beceriyi kazanabilmeleri igin Ogretmenlere biiyiik
sorumluluklar diismektedir. Bu becerinin kazandirilmasi amaciyla, 6gretmenler, derslerde bir teoremin ispati
veya bir problemin ¢6ziimii sirasinda kullandiklari ifadeleri matematik terminolojisinden se¢melidir. Ayrica,
ogretmenler, dgrencilere ispatin degisik tipleriyle karsilagabilecekleri elverisli bir 6grenme ortami saglamali
(NCTM, 2000) ve matematiksel diisiinmenin 6nemini vurgulamalidirlar (Umay, 1996). Ciinkii 6gretmenlerin
ispata yonelik anlayislar1, dgrencilerin ispat yapma becerilerini etkilemektedir. Ogretmenlerin ispata yonelik
anlamalart smirli oldugunda, O6grencilerin ispat konusunda kavram yanilgilarina sahip olma olasilig:
artmaktadir (Healy & Hoyles, 2000). Bu dogrultuda, hem 6gretmenlerin ya da 6gretmen adaylarinin, hem de
Ogrencilerin ispatla ilgili goriislerini, bu siiregte kullandiklart yontemleri, yaklasimlart ve yasadiklari
zorluklar1 bilmek 6nem tagimaktadir. Ancak, ispatla ilgili yapilan arastirmalara bakildiginda, yurt diginda
pek cok caligmaya rastlanmasina ragmen, {ilkemizde bu konuyla ilgili az sayida ¢aligmanin yapildigi
goriilmektedir. Bu amagla, ¢alismamizda 6gretmenlerin, 6gretmen adaylarinin ve dgrencilerin ispata yonelik
goriisleri, ispat yapabilme diizeyleri ve kullandiklar1 yontemler, ispat yapma siirecinde yasadiklar1 zorluklar
ve ispatin matematik egitimindeki rolii iizerine yapilmis olan arastirmalardan bazilarinin derlenmesine
calistlmistir. Bu derlemede, bu alanda yapilan bazi c¢aligmalar incelenmis ve belli kategoriler altinda
sunulmustur. Bunlar; ispat kavraminin tanimi ve ispatla ilgili goriisler {izerine yapilan ¢aligmalar, matematik
egitiminde ispatin rolii lizerine yapilan ¢aligmalar, ispat yapabilme diizeyleri, ispat yapma siirecinde yaganan
zorluklar, ispat yapma siirecinde kullanilan yontemler, stratejiler, yaklasimlar, ispat ¢esitleri ve ispat yapma
ile iliskili olan siiregler {izerine yapilan ¢alismalardir.

1.1. ispat Kavranumin Tanim Ve ispat ile flgili Géoriisler

Ispat kavrami, matematik derslerinde 6grenciler tarafindan anlasilmasi zor, anlamsiz, gereksiz (Doruk ve
Kaplan, 2013) ve isteksiz yapilan bir etkinlik olarak algilanmaktadir (Alibert, 1998; Almeida, 2003; De
Villiers, 1990; Jones, 2000; Knuth, 2002; Raman, 2003). Benzer sekilde, Gokkurt ve Soylu (2012), fen
bilgisi ve matematik Ogretmenligi programinda okuyan birinci smif 6grencilerinin, ispatin matematik
ogretimindeki roliinlin farkinda olmadiklarimi ve ¢ogunun ispati gereksiz bir etkinlik olarak goérdiiklerini
ortaya koymuslardir. Bu nedenle, 6grenciler bu kavrami ifade ederken farkli kavramlar kullanmakta ve bunu
yaparken de sikinti yasamaktadirlar. Dane (2008)’nin ¢aligmasinda, 6grencilerden bazilar1 ispati, “tanimsiz
kavramlara, aksiyomlara veya daha once ispat edilen teoremlere dayanarak, bir dizi mantiksal hiikiimlerle bir
onermenin dogru oldugunu ortaya ¢ikarma seklinde” dogru tanimlarken, bazilari ispat kavramini “hipotez”
seklinde ifade ederek yanlis tanimlama yapmiglardir. Bagka bir ¢caligmada ise, 6grenciler ispati agiklama ve
belli adimlart olan bir iglem siireci olarak ifade etmislerdir (Moore, 1994). Koégce ve Yildiz (2011),
iiniversite birinci ve son simif matematik 6grencilerinin ispat hakkindaki goriisleri tizerine yaptiklari
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calismada, birinci siif dgrencilerinin ispati, “bir ifadenin dogrulugunu gosterme” olarak tanimladiklarini,
son smif Ogrencilerinin ise “bir ifadenin neden-sonug iligkisi i¢inde, tim durumlara uygulanabilirligini
belirlemek i¢in dogrulugunu veya yanlighgimi gostermek” olarak tanimladiklarimni belirtmiglerdir.

Matematik egitimcileri arasinda ise, ispat kavrami farkli sekillerde tanimlanmaktadir. Selden ve Selden
(2003)’e gore ispat, teoremlerin dogrulugunu test etmek icin kullanilan (arguments) iddialardir. Bell (1976)
ispati, belli agamalar sonucunda ger¢eklesen bir siire¢ olarak tanimlamakta ve bu siiregte dogrulama (bir
onermenin dogrulugunu gosterme), agiklama (bir Onermenin neden dogru oldugunu gosterme) ve
sistematiklestirme (6nermeleri, aksiyomlar1 ve teoremleri tiimevarimsal bir sistem igerisinde organize etme)
eylemlerinin olmasi gerektigini vurgulamistir. De Villiers (1990) bu asamalar1 biraz daha genisleterek ispat
stirecini dogrulama, aciklama, sistematiklestirme, kesif ve iletisim olarak ifade etmistir. Baki (2008),
matematiksel ispati bir siire¢ olarak gormekte ve bu siireci dogrulama, agiklama ve soyutlama olmak iizere {i¢
asama olarak tanimlamistir. Bagka bir ¢aligmada ise, ispat bir patika yoluna benzetilmis ve bu patika yolu
0zel bir problem ¢ézme durumu olarak ifade edilmistir (Furinghetti & Morselli, 2009) . Shipley (1999)’a
gore ispat yapma, hipotezlerin formiile edildigi, test edildigi karmagik ve sistemli bir problem ¢dzme
aktivitesidir. Ispati, insanin iggiidiisel olarak sahip oldugu bir yetenek olarak goren Altiparmak ve Ozis
(2005), bu yetenegin okul dncesi donemden itibaren gelisim gosterdigini ve uygun stratejilerle daha da ileri
taginabilecegini belirtmistir. Birgok matematik¢i ve matematik egitimcisi muhakeme ve ispati matematigin
kalbi olarak tanimlamaktadir (Senk et. al., 2009°dan aktaran Bahtiyari-Albayrak, 2010; Turner, 2010). Jones
(1997) yaptig1 caligmada, Ogretmen adaylarinin matematiksel ispat kavramu hakkindaki anlayislarini
derinlemesine anlamak i¢in kavram haritast teknigini kullanmis ve c¢alisma sonucunda &grencilerin ispat
kavramimi farkli algiladiklarini ortaya ¢ikarmustir. Varghese (2009) de ¢aligmasinda, matematik dgretmeni
adaylarimin matematiksel ispat yapma anlayiglarini belirlemek icin, Jones (1997) tarafindan olusturulan 24
anahtar kelime ile matematik 6gretmeni adaylarindan kavram haritasi olusturmalarini istemistir. Sekil-1" de
Jones (1997) ‘m calismasinda yer alan matematik Ogretmeni adaylarimin matematiksel ispattan ne
anladiklarina iliskin yaptiklart kavram haritalarindan 6rnekler verilmistir.
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Sekil-1. Matematik Ogretmeni Adaylarinin Matematiksel Ispata Yonelik Olusturduklari Kavram Haritast
(Jones,1997.)

Bu kapsamda, ispat 6gretmen adaylari tarafindan farkli algilanmaktadir. Hatta, herhangi bir zamanda
farkli insanlar igin farkli anlamlara gelmektedir. Ornegin bes yasindaki bir g¢ocuga gére ispat olan,
iniversitedeki bir akademisyen i¢in ispat olmayabilir (Arslan, 2007).

Ispat kavraminin tanimi ve ispatla ilgili goriisler iizerine yapilan bu calismalara bakildiginda, ispatla ilgili
farkli tanimlamalarin oldugunu, kimilerine goére ispat kavraminin siire¢ oldugu, kimilerine gore dogrulama,
aciklama, soyutlama, sistematiklestirme vb. eylemler oldugu, kimilerine gore okullarda gereksiz yapilan bir
aktivite oldugu, kimilerine gore ise insanin sahip oldugu yetenek olarak goriilmektedir.

1.2. Matematik Egitiminde ispatin Rolii

Ogrenciler matematiksel ifadelerin ispatlarini yaparken bir yandan da formiilleri son haliyle bilmenin
yeterli olmadigini, ulasilan sonuclarin nedenleri ile birlikte agiklanmasi gerektigini 6grenirler. Bu agidan
matematiksel ispat, hem matematigin hem de matematik egitiminin 6nemli bir elemanidir (Giiven, Celik, &
Karatas, 2005). Ispat, matematiksel bilginin kurulmasinda, gelisiminde ve aktarilmasinda gereklidir
(Stylianides, 2007). Bu dogrultuda ispatlar, sadece bir ifadenin dogrulugunu gostermekle kalmaz, ayni
zamanda Ogrencilerin kavramlar1 daha iyi anlamasina, matematiksel anlayislarinin gelisimine yardimei olur
(Hanna, 1990; Hersh, 1993) ve matematiksel diisiince yapisini gelistirir. Ogrenciler, ispatlar sayesinde
matematikgilerin yaptiklari seylerin ne anlama geldigini 6grenirler (Imamoglu, 2010). Bununla birlikte
ogrenciler ispat sayesinde matematiksel bilgilerini olusturabilirler, bunlar1 gelistirebilirler ve bu bilgilerle
iletisim kurabilirler (Kitcher, 1984).Hanna (2000)’ya gore, ispat matematigin temel taslarindan biridir ve
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matematik dersindeki en 6nemli rolii, 6grencilerin matematiksel anlamalarinin gelisimine yardimci olmaktir.
Ogrenciler ispat becerileri sayesinde varsayimlarin sonuglarini veya tanimlar1 daha iyi anlayabilirler. Ayrica
Fawcett (1938)’e gore matematiksel ispat yapmaya caligmak oOgrencilerin kritik diistinme becerilerini
gelistirir. Ispatlar, 6grencilere problem ¢6zme icin yeni metotlar, araglar ve stratejiler sunarlar (Rav, 1999).
Bu ac¢idan bakildiginda, ispat becerisi Onemlidir ve Ogrencilerin bu beceriyi kazanabilmeleri igin
ogretmenlere bilylik sorumluluklar diigsmektedir. Ciinkii, 6gretmenlerin ispata yonelik anlayislari, 6grencilerin
ispat yapma becerilerini etkilemektedir. Ogretmenlerin ispata yonelik anlamalar1 smirli oldugunda,
ogrencilerin ispat konusunda kavram yanilgilarima sahip olma olasiligi artmaktadir. Yapilan ¢aligmalar
sonucunda, ilkogretim Ogretmenlerinin ve ogrencilerinin deneyerek dogrulamayi ispat yapma olarak
diisiindiikleri ve kavram yanilgisina sahip olduklari goriilmiistiir (Healy & Hoyles, 2000; Martin & Harel,
1989) .

Ispatin matematik egitimindeki rolii iizerine yapilan calismalara bakildiginda, ispat ve matematik arasinda
stki bir iligki oldugu, ispatin matematiksel bilginin olusumunda &nemli bir etken oldugu, &grencilerin
matematiksel diislince yapisi gelistirdigi ve bu dogrultuda Ogrencilerin ispat yapma becerilerinin
kazandirilmasinda dgretmenlere bilyiik sorumluluklar diistiigii goriilmistiir.

1.3. Ispat Yapma Diizeyleri

Balacheff (1987) teorik olarak ii¢ ispat seviyesinden bahsetmistir. Bunlar pragmatik ispatlar (pragmatic),
entellektiiel ispatlar (intellectual) ve kanitlama (demonstration) seklindedir. Bunlardan en diisiik seviyede
olan pragmatik ispatlar iken en yiiksek seviyede olan ispat seviyesi ise kanitlamadir. Pragmatik ispat, islem
olarak verilen bir ispatin matematiksel nesnelerin temsilleriyle gosterimidir. Yani, bu seviyedeki bir 6grenci,
verilen bir ispati, 6rnek vererek sekillerle dogrulamaya calisir. Entelektiiel ispat, sorudaki ifadelerin ve bu
ifadeler arasindaki iliskilerin formiillestirilmesine dayanir ve islem icermez. Diger bir deyisle, bu ispat
seviyesi, formiilasyona dayanir. Kanitlamada ise, bir teori ile organize edilmek zorunda olan veya bir
topluluk tarafindan kabul edilen bilgiler kullanilir (akt. Ozer & Arikan , 2002).

Weber (2005) c¢alismasinda tiniversite Ogrencilerinin ispat siireglerini semantik, islemsel ve sentetik
olmak iizere ti¢ grup altinda toplamistir. Weber’e gore islemsel ispat yapanlar yeni ispat yapmak icin var olan
ispatlar1 sablon olarak kullanirlar. Sentetik ispat yapanlar, kurulan teoremleri ve matematiksel kurallar
kullanarak durum hakkinda ¢ikarimlarda bulunurlar. islemsel ispatta 6grenciler ispati bir egzersiz olarak
¢ozmeye calisirken sentetik ispatlarda 6grenciler ispata bir problem olarak bakarlar. Semantik ispat yapanlar
ise, ispat1 informal olarak ele alirlar veya ispatlanmasi gereken seyin neden dogru oldugunu gérmek igin
iligkili kavramlarin sezgisel gosterimlerini ele alirlar. Yang ve Lin (2008) de calismasinda 6grencilerin ispatla
ilgili anlayiglarini tespit etmek icin bir model gelistirmistir. Geometriyi ispat okuyarak anlama modeli
(RCGP) olarak tanimladiklart bu modelde dort seviyeden bahsedilmistir. Birinci seviye yiizeysel seviyedir
(surface). Bu seviyede 6grenciler, ispatta ifadelerin ve sembollerin anlamlariyla ilgili temel bilgiyi edinirler.
ikinci seviye elemanlar: tanimadir (recognizing the elements). Bu seviyedeki dgrenciler, ispatta dogrudan ya
da dolayli olarak kullanilan ifadelerin mantiksal durumunu izah edebilirler. Ugiincii seviye baglantili
elemanlardir (chaining the elements). Bu diizeydeki 6grenciler, elemanlar arasindaki mantiksal iligkileri
tanimlayarak, ispatla baglantili farkli ifadeleri anlayabilirler. Son olarak dordiincii seviye genellemedir
(encapsulation). Bu seviyedeki d6grenciler, ispatt diger durumlarda kullanarak tam olarak benimserler. Waring
(2000)e gore, dgrencilerin ispat kavramlarinin gelisimi alt1 diizeyde ele alinmigtir. Bu diizeyler; ispat diizeyi
0 (Bu diizeydeki 6grenciler, ispatin varligindan habersizdir); ispat diizeyi 1 (Bu diizeye sahip olan 6grenciler,
ispatin varligindan haberdardir ancak ispati, birkag durumu kontrol ederek dogrulama olarak gérmektedirler),
ispat diizeyi 2 (Bu diizeyde 6grenciler, ispati degisik veya rastgele secilmis 6rneklerle kontrol etme olarak
gormektedirler. Ayrica, dgrenciler genel bir 6rnek kullanmanin ispati sekillendirdigini diisiinmektedirler),
ispat diizeyi 3 (Bu diizeydeki 6grenciler, bir ispati tek baglarina olusturamazlar ancak belli bir zorluktaki
ispatin ¢Oziimiinii anlayabilirler), ispat diizeyi 4 (Bu diizeydeki Ogrenciler, ispatlara olan ihtiyacin
farkindadirlar, ispatlarin olusumunu anlayabilirler ve sinirli sayida, bilindik ispatlar1 olusturabilirler) ve ispat
diizeyi 5 (Bu diizeydeki 6grenciler, bazi1 formal ispatlar1 ve yeni karsilastiklari ispatlar1 olusturabilirler).

Ispat diizeyleri iizerine yapilan ¢alismalara bakildiginda, arastirmacilarin ispat kavraminin gelisimini farkli
diizeylerde ele aldiklar1 goriilmiistiir.

1.4. Ispat Yapma Siirecinde Kullanilan Yéntemler, Stratejiler, Yaklasimlar ve ispat Cesitleri

Matematikte farkli ispat yontemleri, stratejileri ve yaklasimlari vardir ve her birinin amaci verilen
iddianin dogrulugunu veya yanhshgmi kanitlamaktir. Matematigin kullandig: ispat yontemleri genelleme
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kosulu, bilinenlerden hareketle 6nermenin dogrulugunu veya yanlisligini gosterme, tiimevarim, tiimdengelim,
olmayana ergi, 6zel durumlardan yeni genellemeler c¢ikarma, doniisim ve hareket kavramlarindan
yararlanma, bilinen 6zel bir kabul ile genele ulagsma ve model kullanarak genelleme yapma seklindedir (Baki,
2008). Ancak, yapilan arastirmalara bakildiginda bu ispat yontemlerinin farkli sekillerde siniflandirildig
goriilmektedir. Ornegin, Bahtiyari-Albayrak (2010) galismasinda, ispati dogrudan ve dolayli ispat olmak
iizere ikiye ayirmistir ve bu ispatlari kendi igerisinde de smiflandirmistir. Dogrudan ispati, tiimevarim ve
tiimdengelim ispat olarak belirlerken, dolayli ispati, aksine Ornekle ispat ve celiskiyle ispat olarak ele
almuistir. Diger taraftan, Milli Egitim Bakanligi [MEB] (2011), ispat yontemlerini tiimdengelim ve timevarim
seklinde siiflamistir. Tiimdengelim yontemi igerisinde dogrudan ispat ve dolayli ispat ele alirken, ayrica
dolayli ispat1 da olmayana ergi, ¢eliski yontemi ve aksine 6rnek verme olarak ele almistir. Hanna (t.y)’ya
gore ise celiski bulma, timevarimla ispat ve 6rnek veya karsit 6rnek bulma ile ispat siklikla kullanilan ispat
yontemleridir.

Ispat yaklagimlari ve stratejileri ile ilgili olarak yapilan ¢alismalara bakildiginda, ispat yontemleri kadar
farkli siniflandirmalar olmasa da, ispat yaklasimlari ve stratejilerinin de kategorilere ayrildigi goriillmektedir.
Hemmi (2006; 2010) g¢alismalarinda ispat yaklasimlarim iige ayirmistir. Bunlar i) dogrulama (ispatin
dogrulugunu gosterme) / aciklama (ispatin neden dogru oldugunu gosterme) ii) tiimevarim ( 6zel bir
durumdan genelleme yapma) / timdengelim (genel bir durumdan 6zel bir durumu dogrulama), iii) sezgisel (
informal bir dil kullanarak ispat yapma ve gerektiginde sembollere bagvurma) / formal (ispat siirecinde
ogrencilere biitiin adimlar1 matematiksel sembolleri kullanarak gosterme) iv) ispat yapisi acik olan ( ispatin
dogasini anlama ve mantiksal yapisina odaklanma) / ispat yapisi agik olmayandir (matematigi mantik ve 6zel
ispat teknikleri gibi ispatin farkli yonlerine odaklanmadan 6gretme). VanSpronsen (2008) calismasinda ise,
iiniversite 0grencilerinin ispat stratejileri olarak drneklerden faydalanma, gorsellestirme ve esitlik kullanmay1
ele aldiklarini tespit etmistir.

Ogrencilerin ispat yapma siirecinde kullandiklar1 ispat cesitleri ile ilgili ¢aligmalara bakildiginda ise,
ogrencilerin farkli ispat cesitleri kullandiklar1 goriilmektedir. Bunlar; i) Dis kaynaklara dayali ispat ii)
Deneysel ispati iii) Analitik ispattir. Dis kaynaklara dayali ispat, otoriter, kurallara dayali ve sembolik olmak
lizere {lige ayrilir. Otoriter ispatta, bir otoriterin dogrulamasma inanma vardir. Bu otoriter, bir kitap, bir
O0gretmen veya o konuda bilgili herhangi bir kisi olabilir. Kurallara dayali ispatta, tartismanin sekli ile
yargilama s6z konusudur. Sembolik ispat ise, sadece sembollere dayali olarak yapilan dogrulamadir.
Deneysel ispat ise, algisal ve rnege dayali ispat olarak ikiye ayrilir. Algisal ispat, algiya dayali dogrulamay1
icerirken, Ornege dayali ispatta, Ornekler yardimiyla ikna etme (dogrulama) vardir. Analitik ispat,
transformasyonel ve aksiyomatik ispat olarak ikiye ayrilir. Transformasyonel ispatta, dogrulamalar
yapilirken, o durumun genel yonlerinin ele alinmasi vardir. Aksiyomatik ispat ise, tamimsiz terimleri,
tanimlar1 ve teoremleri dogrulamada kullanabilmedir (Harel & Sowder, 1998)

Ispat yapma siirecinde kullanilan yontemler, stratejiler, yaklasimlar ve ispat cesitleri ile ilgili yapilan
¢aligmalara bakildiginda, aragtirmacilarin farkli siniflandirmalar belirledikleri goriilmiistiir.

1.5. Matematiksel Ispat Yapma Siirecindeki Zorluklar

Yapilan arastirmalarda, dgrencilerin ispat yapma siirecinde yasadiklar1 zorluklar ortaya konmustur. Bu
calismalardan Giiler, Kar, Ocal ve Ciltas (2011), yaptiklar1 ¢alismada matematik 63retmeni adaylarinin
matematiksel ispat yapmada yasadiklart guglikleri esitlik kullanma, o6rneklerden yararlanma ve
gorsellestirme olarak belirlemislerdir. Calisma sonunda 6gretmen adaylarinin daha ¢ok esitlik kullanma
stratejisinde zorlandiklar1 gozlenmistir. Ayrica, matematik 6gretmeni adaylarmin matematiksel tiimevarim
yapabilmede yetersiz olduklari, ispat yaparken genellikle 6rnek vererek ispat yapma yoluna gittikleri
belirlenmistir. Giiler, Ozdemir ve Dikici (2012) ¢aligmalarinda, ilkdgretim matematik dgretmeni adaylarinin
tiimevarim yontemi ile ispat yapma becerilerini incelemis ve bu becerilerinin diisiik oldugunu tespit
etmiglerdir. Benzer sekilde Giirsel (2013) c¢aligmasinda, matematik 6gretmeni adaylarmin cebir 6grenme
alanindaki matematiksel ispat siireclerini ele almig ve 6gretmen adaylarinin ispat stireclerinde; kavram imaji
olusturma, problem ¢6zme, ispat yapma ve ispatin dogrulugunu degerlendirme etkinliklerinde giicliikler
yasadiklarmi ortaya koymustur. Bagka bir ¢aligmada, lise 6grencilerinin hemen hemen tamaminin istenilen
diizeyde tiimevarim ve tiimdengelim yoluyla ispat yapamadiklar1 ortaya ¢ikmstir (Ozer & Arikan, 2002).
Imamoglu (2010), calismasinda dgrencilere IS (ispat snavi) uygulamis ve bu uygulamanm sonucunda
birinci simniflarin daha ¢ok tiimevarimsal akil yiiriitme kullanmaya egilimleri olduklarini, son smiflarin ise
¢ogunlukla genelleme yapip, timdengelimsel yontemler kullanmaya egilimli olduklarini ortaya ¢ikarmustir.
Harel (2005) sayilar teorisi dersine katilan dgretmen adaylarmin tiimevarimla ispat yapmalarindaki kavram
gelisimlerini ve giigliiklerini incelemistir. Bu ¢aliyma sonucunda neredeyse biitiin adaylarin genelleme
yapabilmede eksikliklerinin oldugu tespit edilmistir.
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Moore (1990) c¢alismasinda 6grencilerin basit ispatlardan (algoritmik islemlerden olusan) zor ispatlara
geciglerindeki yasadiklar1 zorluklari incelemistir. Bu calismaya gore Ogrencilerin yasadiklart zorluklar
kavram anlayisi, matematiksel dil ve notasyonlar ve ispata baglarken yasanan zorluklar olmak iizere iice
ayirmistir. Moore (1994) caligmasinda ise literatiirde var olan giigliikklerden yararlanarak &grencilerin ispat
yaparken yasadiklari bu giicliikkleri daha da genigletmistir. Bunlar; tanimlar1 ifade edememe, kavramlarin
anlamlarini sezgisel olarak anlayamama, kavram imajlarini ispat yaparken kullanamama, genelleme ve 6rnek
kullanim1 eksikligi, tanimlardan nasil bir ispat yapist kullanacagini bilmeme, matematiksel dil ve
notasyonlart anlayamama ve ispata nasil baglayacagini bilememedir. Gibson (1998) calismasinda,
Ogrencilerin matematiksel ispat konusunda yasadiklari zorluklari dort faktére baglamistir. Bu faktorler,
matematiksel ispatin dogasini ve kurallar1 anlama, kavramsal anlama, ispat teknikleri ve stratejiler ve bilis
kaygisidir. Weber (2006), 6grencilerin matematiksel ispatla ilgili yasadiklari problemleri ii¢ kategoride
smiflandirmistir. Birinci kategori, dgrencilerin matematiksel ispat hakkinda sahip olduklar1 kavramsal
bilginin yetersiz olusudur. Ikinci kategori, grencilerin bir kavrami ya da bir teoremi yanlis anlamalar1 ve
buna bagli olarak bu kavrami ve teoremi yanlis uygulamalaridir. Ugiincii kategori ise, dgrencilerin ispat igin
strateji gelistirmede yetersiz oluslaridir. Knapp (2005) c¢alismasinda, Sgrencilerin ispatt insa ederken
yasadiklar1 zorluklar1 iki temel kaynaga dayandirmistir. Bunlardan ilki, &grencilerin ispatin dilini ve
mantigint nasil kullanacagini bilmemeleridir. ikincisi, 6grencilerin tanimlar, teoremler ve drnekler iiretmede
sahip olmasi gereken bilgiden yoksun olmalaridir. Dreyfus (1999) ise ¢alismasinda, 6grencilerin ispat yazma
becerilerine sahip olmadigini ve diisiindiikleri seyi ifade edemediklerini dile getirmistir.

1.6. Matematiksel ispat Yapma Siireciyle iliskili Olan Etmenler

Matematiksel ispat yapma siireciyle iliskili olan bir¢ok etmen vardir. Bunlardan biri de problem ¢6zme
stirecidir. Furinghetti ve Morselli (2009)’ a gore ispat yapma siireci ile problem ¢dzme arasinda siki bir iligki
olup, bu siire¢c Polya’nin (1945) problemi anlama, plan yapma, plani uygulama ve degerlendirme
adimlarindan olusmaktadir.  Bahtiyari-Albayrak (2010)° a gore, ispatlar, problemleri ¢dézmek icin
matematiksel dizinleri gésterme yolu ve bir probleme ¢dziim i¢in Onerilen yaklasimin gergekten bir ¢6ziim
oldugunu agiklamadir. Altun (2007)’ e gore ise, rutin olmayan problemlerin ¢oziimleri bir iligki, diizen veya
oriintiiniin agiklanmasini gerektirdiginden 6grencilerde olaylari inceleme, iliski, diizen veya Oriintii arama
egilimini arttirir, ispat fikrini gelistirir. Bu baglamda, her tiir teoreme, bir sira dis1 problem ¢dzme goziiyle
bakilabilir. Weber (2005) de ispatlamayi, mantiksal, sosyal, kavramsal ve problem ¢6zme boyutlarindan
olusan karmagik bir matematiksel etkinlik olarak ele almigtir. Bu dogrultuda, ¢alismasinda ispat yapma ile
problem ¢ozme arasindaki iliskiyi arastirmustir. Ispat yapma ile ilgili etkinliklerin, verilen bir ifadenin
mantiksal dogrulugunun gosteriminde dgrenciler ig¢in problem ¢ézme olarak goriilebilecegini belirtmistir.
Universite 6grencilerinin ispat yapma calismalar1 sirasinda ispatlama deneyimlerinden dgrendikleri firsatlar
ile muhakemeleri arasindaki iliskiyi dikkate alarak, bu ispatlamalarda kullandiklari muhakemenin farkli
cesitlerini ve problem ¢ézme siireclerini incelemistir.

Ispat yapma siirecini etkileyen faktdrlerden biri de dgrencilerin sahip olduklar1 inanislardir. Inamslar
sadece tutumlarla iligkili olmayip ayni zamanda ispat yapma siirecini dogrudan etkilemektedir. Ciinki
inaniglar ispat stratejilerinin secilmesinde etkilidir (Furinghetti & Morselli, 2009). Bunlarin yaninda Ipek
(2010) dinamik geometri yazilimi kullanilmasinin ilkdgretim matematik 6gretmeni adaylarimin geometrik ve
matematiksel ispat yapma siirecleri iizerinde pozitif bir etkisinin oldugunu tespit etmistir. Oren (2007)
caligmasinda ortadgretim 6grencilerinin ispat semalarini kullanmalarinda biligsel stillerin ve cinsiyetin bir
etkisinin olmadigini ortaya ¢ikarmistir. Coskun (2009) ise, ortadgretim dgrencilerinin Van Heile geometri
anlama diizeylerinin ve buna bagli olarak ispat yazma basarilarinin diisiik oldugunu tespit etmistir.

2. Tartisma ve Sonug¢

Bu arastirmada, matematik egitiminde ispat yapma siireci ile ilgili yapilmis olan arastirmalardan
bazilarinin derlenmesine calisilmistir. Yapilan calismalara bakildiginda, 6grenciler ve Ogretmen adaylari
iizerine matematiksel ispat yapma siireciyle ilgili caligmalarin sayisi ¢ok olmasina ragmen, 6gretmenler
iizerine matematiksel ispat yapma ile ilgili ¢alismalarin sayisinin az oldugu gériilmektedir. Ozellikle de
iilkemizde bu alanda yapilan calismalar oldukca azdir. Oysa Ogretmenlerin ispata yonelik goriislerinin,
algilarinin, ispat yapma siirecinde kullandiklar1 yontemlerin, stratejilerin, yaklagimlarin ve ispat yapma
becerilerinin bilinmesi énem tasimaktadir. Clinkii 6gretmenlerin sahip olduklar1 ispata yonelik anlayislar,
dgrencilerin ispata yonelik anlamalarini etkilemektedir (Healy & Hoyles, 2000). Ogrenciler iizerinde yapilan
arastirmalarda ispat konusundaki sikintilarin kaynagimin sadece Ogretmen olmadigi, iiniversite sinav
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sisteminin, Ogrencilerde ispat fikrinin geligmesinde en biiylik engel oldugu, kitaplarin ve miifredat
programlarinin matematiksel diisinmeye doniik olmadigi, daha Onemlisi, okuloncesinden baslayarak
uygulanan, sorgulamay1 esas almayan, daha ¢ok ezbere doniik egitim sistemimizde yasanan sikintilarinda
paymin oldugu da yadsinamaz bir gergektir. Bu acidan bakildiginda, arastirmacilarin dgretmenlerin ispat
yapma diizeyleri, ispat yapma sirasinda kullandiklar1 yontemler, stratejiler, yaklasimlar ve bu konudaki algi
ve goriisleri lizerine caligmalarin yani sira, konunun diger boyutlariyla ilgili ¢aligmalar yapmalari
gerekmektedir.
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